Rozdziat VIII

Twierdzenie 0 wzajemndci

Twierdzenie o wzajemnoi dla niesprzzonych zada termospgzystasci
ma postéa podan przez W. M. Majziela

[ PUdA+[ p FudV +y[0g,dV = [ PydA+ [p FydV +y[ @ g, dV
A \ \ A \ \
W réwnaniu tym wysipujs dwa uklady przyczyn: podstawowy -

{oF,R, pr,0} oraz pomocniczy {pF, R/, pr',O'}, ktére wywotuj skutki
czyli pola przemieszcad temperatufu;, 6}, {ui', Q'}.

Rys. 8.0 Twierdzenie o wzajemitd

Twierdzenie to posty nam do przedstawienia kilku interegmyjch,
0g6lnych wlasnéci rozwigzah zada sprzystych i lepkospgzystych.
ZADANIE 8.1.

Nalezy okresli¢ zmiarg objetosci AV izotropowego ciata sptystego pod
dziataniem sit masowych i powierzchniowych.

Rozwigzanie

Analizowa bedziemy dwa uktady przyczyn i skutkow. W pierwszym
zadaniu wysipi hydrostatyczne énieniep a pole przemieszcée; ma posté
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U =Ax - & =AJ;, &, =3A

. . . E . v oo
0 =2G & +A 649 :1+V(‘9ij +1_2V€kk5ijj

Naprzenia g wiec state (cinienie hydrostatyczne)st o; ; = 0.

StataA wynosi A:@ .

Ostatecznie pole przemieszazanapezen okreslajg zaleznosci

1-2v - o 1-2v
pX, 0;=pY;, &= E po;

u =
E

Wypisujgc twierdzenie o wzajemdoi dla pewnego dowolnego ukladu
przyczyn {R, pF}oraz hydrostatycznego soienia {u,o; = inj} - jako
zadanie z primami otrzymamy

{j PxdA+ [ o E)gdv}l_EZV p=[peudv +0
A \% \%

$lad tensora deformacg,, jest rowny przyrostowi objosci 4V , sad

[£adV =i [dV =2av v
\% \%

Przyrost objtosci wynosi

1-2v
AV = PxdA ExdV
= {[\x +£p.>s }

Wz0r ten okréla przyrost objtosci ciata w wyniku dziatania dowolnych sit

P i pF.
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ZADANIE 8.2.

Nalezy okresli¢ zmiare objetosci (globalra) wywotarg tylko przyrostem
temperatury(,oFi =0, P=0, ©20, pF =0, P'=0, ©'20).

Rozwigzanie
Réwnanie twierdzenia o wzajemiod ma wéwczas posta

yfé)Qg—p(l—Zv)dV:faui £,dV = pd;&dV=p[edV=paVV
\% E \% \% \%

_,AVzZIQMdV’
vy E

T1-2v

. E 3VE E
dzie =a:(2u+31)=a + =
gazie y T( H ) T(l_'_v (1+V)(1—2V)]

Ostatecznie

AVzlaTiQ@J.QdV_)AV=%J‘QdV
viTi-av E vy

Wynik ten jest niezaleny od mechanicznych statych materiatowych.

ZADANIE 8.3.

Nalezy okresli¢ srednp wartas¢ skrécenia warstwy sgiystej o grubéci h,
dowolnie obcizonej sitami masowymi i powierzchniowymi.

A
P=[P1(X2,%3),0,0]

' |
\ l\/\zdh

A \INERE

RIS LSS AL
. X3 vV PF=[PF1(%1,%2,%3),0,0]
1

Rys. 8.3a Uktad podstawowy
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Rozwigzanie
Analizowa bedziemy pomocnicze zadanie olaace jednoosiowe

rozcigganie. Problem ten oldia uktad rowna na przemieszczenig

P’=[p,0,0]

p __pv __pv
=X U= 2%, Uy ==X
10 0 p 0O
g =20 -v 0|, & =E(1—2v), g, =0 00
0 0 -v 000

' E(p v p
= -+ - (1-2 =
I 1+V[E (1-2v) E ( V)j P

E pv v p '
Op=—-|——+———@1-2v)|=0=0
2 1+v( E (1—2v)E( )J %

Twierdzenie o wzajemnoi dla dowolnego ukfadu obgien (ui , aij) i pol

(uI o; ) przyjmie forng

[a,6dV =[0.6,dV = p[&,dV = psfV  oraz Ah=gfih
\% \Y \Y%
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sf{:p—lv{j

A

p pv pv
(P:LEX:L - PZEXZ - P3EX3J dA+

p pv pv
+ — X~ PR, X, — PR —— X5 |dV
\J;(pFlEl szE 2 'OFSE 3} }
Ostatecznigrednia warté¢ skrécenia warstwy sgirystej wynosi

h
Ah= E{J/;(Fixl - VP,x, - vP3x3)dA+

+ I (o Fx ~vo Fx, —vp F3X3)dV}
v

Otrzymany wzOr ma charakter ogélny i dotyczyzdego przypadku
obcigzen warstwy, prowadgego do jednoosiowego stanu rggginia.

ZADANIE 8.4.

Poszukujemy sredniej wartéci kata odksztalcenia postaciowega,
powstalego przy dziataniu oleéen powierzchniowych i sit masowych w
izotropowym ciele sgrystym.

Xo A

X3 »

281

X3
Rys. 8.4. Odkszta}ceniei2 w zadaniu pomocniczym

Rozwigzanie
W celu rozwizania problemu analizujemy zadanie pomocnicze stkme
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przez pole przemieszaze;’, odksztatce &' i napkzen gy’

2u, = AX,, 2u,=Ax, U;=0

ij,j

0 AO 0 AO
g =|A 0 0|, & =0 0,=2G|A 0 0|, gj;=0, 2GAn, =p,
0 00 000

Réwnanie twierdzenia o wzajemiod przyjmie tu forng

[o,e,dv =] (010615 + T )aV = 2GA[ (g1, + £,1)dV = 2GAY5V
\% \% \%

stad

1 . .
== dA+ [ pFydV | =
Vs ZGAU\ RY +£p.u j

= —D( PG + Pox, JdA+ J(plez + szxl)dV:|

ZADANIE 8.5.

Nalezy wyznaczy srednip wartas¢ odksztalcé postaciowych w grodku,
czyli  &ot&stsHs  wywotare  dzialaniem dowolnego uktadu  sit
powierzchniowych i olgitosciowych w ciele sprzystym.

X3 4

X2

Rys. 8.5. Symetryczne odksztalcenia postaciowe
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Rozwigzanie

Bedziemy analizow& zadanie pomocnicze oktene przez pole
przemieszcae

2ui =A(X, + X3), 2U‘2 = A(X + Xg), ZUS = A(X, + %)

[

0 A A 0 A A
&g=A 0 A|, 0,=2G6 |A 0 A|, 0,,=0
A ADO A ADO

Réwnania twierdzenia o wzajemiwd dap relacje #czagce sitly z
odksztalceniami postaciowymi

L =J‘ |:i>q'dA+J‘p|:iq‘dV =§{IF’1(X2 +X3) + Py(X + X3) + Py(x + X,)dA+
A \ A
#] R0+ 36) + B, 0%+ X5) + A3+ X,) dV}
\Y

P =2GA (g1, + &5 + £25)dV = 2GAY,V
\%
czyli srednia warté¢ odksztalcé postaciowych przyjmie posta

1

ysr - 4GV

{j PL(X, + Xg) + P (% + Xg) + Py( + X;) dA+
+IPF1(X2 + Xg) + O, (X + Xg) + PR3 (X + X5) dV}
\%

Oczywiicie zmiany postaciowe w analizowanych przypadkaehmog byc¢
wywotane przez zmiany temperatur. Istotnie, w ohdaniachg,, = 0 std i

catka yj@gkkdv =0, a to oznaczaze przyrost temperatur nie wywota zmian
\%
postaciowych w izotropowym ciele spystym, czego sinalezato spodziewé

Zauwamy, ze zadanie 8.5 jest zieniem trzech odksztatteelementarnych
przedstawionych w zadaniu 8.4.
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ZADANIE 8.6.

Nalezy okresli¢ sredni lgt skrecenia wokét ustalonej osk{) w dowolnym
izotropowym ciele sgrystym.

a) | % W S N
' / X3 X3
X,

Rys. 8.6. Uktad podstawowy (a) i pomocniczy (bvda@naczanigredniego
skrecenia

Rozwigzanie
Pole przemieszcheu, ma tu posta analogiczg, jak przy skecaniu peta
kotowegou, = — AX,Xs, U, = AXXs, U= 0

Wyznaczymy wspotrgne tensorove; , o .
o o -2
&= 0 0 +7X1, 5,=GA 0 0 x | o;,=0
-X, X 0
_AX +ﬁ 0 2 X
L 2 2 i

Wypisujemy z kolei twierdzenie o wzajenfobdla stanu{ui', Pi'} i{u,P}.

L= [ PYdA+ [ pRydv =
A \%

= A{J. (= RxoXs + Py JdA+ I (= PR XX, + PR x5 )dV
A v

P= J‘Ui} gdv = GAI (= Xo813 + XeE23 = Xoay * X3 )V = 28 VGA
v v

sredni kgt skrecenia wokoét osk; wynosi
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P Y, {I RX,Xg+ PyXg )JdA+ I(p FiXoX3 + pFX % )dV}
A v

Oczywiscie podobnie jak poprzednio przyrost temperaturg mmieni
wartadsci sredniego kta skecenia grodka.

ZADANIE 8.7.

Wykaza, ze pole przemieszcéepostaci U, =& x;a, dla dowolnego,

statego wektora, opisywa& maze jedynie sztywny obrot.

Rozwigzanie
Pole przemieszcaau,, Uy, Uz PO rozpisaniu ma posta

u, = (Xzas - azxs)v u, = _(X1a3 - X3al)' Us = (X2al - XlaZ)

Obliczapc nasgpnie wspotrgzdne tensora odksztaftes; stwierdzamy,ze
& =0.
ij

Zadania lepkosprezyste

Zadania z tego zakresu stangwiogélnienie zadasprzystych poprzednio
analizowanych. Interesaje @ tez wspédizalenosci miedzy analogicznymi
zadaniami sgrystymi a lepkosprzystymi.

Twierdzenie o wzajemroi dla anizotropowych dystorsji lepkogpystych
& opisanych réwnaniami fizycznymi

0y = By Od (& — £0)
ma posta
[P OdydA+ j oF OdudV + j E; Odeg Odel'dV =
A
= j P OdudA+ j oF OdudV + j E; Od&g OdeldV

Analizowano w tym przypadku dwa uktady padl
{Pi1p i1 l'h gi?}’ {P P i q glj
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dziatagcych na ciato lepkospryste, w ktérym oprocz obgien mechanicznych
P=ajn ,0F , wystpuja tez pola dystorsyjnes;, ktére mog by¢ wywotane
zaroéwno wpltywami pél temperat@

& =a;0,
dyfundupcych sktadnikdéwe

& =agc,
defektow struktury opisanych tensorem uszkadge

‘9i? = aijskl Pu
jak i polem elektrycznynk,
& = aijIIE< =

E

T c s . :
i O Qs O B Zmianami

w powyzszych zalenosciach tensory a
odksztalcé wywotanymi  odpowiednio przez jednostkowy przyrost
temperatury, gtenia, tensora uszkodzeraz pola elektrycznegBg,. Podane
tutaj twierdzenie o wzajemid dotyczy ogélnego przypadku dystorsji w
osrodku anizotropowym. Istnigjwicc jego przypadki szczeg6lne odngsz s
m.in. do materiatéw ortotropowych, transwersalnaii@apowych, izotropowych

itp.

ZADANIE 8.8.

Korzystajpc ze wzor6w na wszechstronngiskanie Ji} = pg; naley
wyznaczy zmiare objetosci w osrodku lepkospgzystym

Rozwigzanie
Pole przemieszchema posta

u=Abx - & = , aw=3A, 0

I
i

o o »
o » O
> O O
I
o oo
oo o
- © O
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Tensor nagzen wyznaczymy z rownafizycznych

E v
de.o: | - g, =——0 dA+ dAl -
K ”j Y14y ( 1-2v J

v
-2V

\'

E 1+v 1
-0, =—0 dA- g, =——EUOdA ale g, =pd,; =
uTI1ry (1_2\/) 1= oy 1n=Po;=p

"stata" A(t) okreslona jest zalenoscia
ECdA=(1-2v)p

zwigzek midzy cénieniem hydrostatycznym a polem przemieszcias ma
forme

du; =dAx - EQdu/ = EOdAX - EOdu; =(@-2v) px

Twierdzenie o wzajemrdoi wypisujemy w tym przypadku dla dowolnego
uktadu obcizen oraz hydrostatycznegosoienia w ciele lepkospgystym.

[P OdydA+ [ oF, OdudV = [o; Odgydv | OE
A \% \%

mnazac splotowo stronami rownanie to przez furkcielaksacji E(t)
otrzymujemy

[ R OE DdydA+ [ pF, OE OdydV = [ E Doy Ods; dV
A \% \Y

(1~ 2v)[ R OpxdA+ (1-2v)[ pF, OpxdV = [ E Op Ode; dV
A \% \%
[ PxdA+[ pFxdv =ijEmdg“dv ‘DE'l
A v 1-2vy,
Ostatecznie wzoOr na zmiaobjetosci ma forng
@a-2vE™ DU PxdA+| ok dej = [deyedv
A \% \%
gdzieE'OE=97.
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Tutaj E' oznacza retransformatz odwrotndci transformaty Laplace'a
funkgcji relaksacjig, a djest delg Diraca.
Zauwamy, ze w zadaniu speystym analogiczny wzor przyjmie poéta

1-2v
E

U PxdA+ [ pF deJ = [&fadv
A \ v

Porownujc wzory na zmiagobjetosci w (€) i (v-€) otrzymamy

1 _ 1 _
Y J E Ode,"*dV :EJ E,efdV - J E Ode,"°dV :J E,&5dV

Wynika std wazny wniosek,ze ten sam uklad sit dziatmy na ciato
sprezyste €) i lepkospezyste (-€) wywotuje rzne zmiany ohgtosci okreslone
zaleznosciami

[efdv = ji E Ode°dV
\% \Y E

(o]

ZADANIE 8.9.

Nalezy okresli¢ zmiare objetosci w transwersalno-izotropowym ciele
sprezystym i lepkospgzystym  wywotam  dowolnymi  obcizeniami
powierzchniowymi i masowymi.

Rozwigzanie
Jako uktad pomocniczy (z primami) przyjmiemynienie hydrostatyczne

ai'j =pJ;, ktore w ciele transwersalno-izotropowym prowadin pola
przemieszcaeu; postaci

o » O
W O O

A
ulle(t)le u'Z:A(t)xz, U'3=B(t)X3,STad€u: 0
0

Sktadowe tensora nagen ¢; majp forme

O-il = ¢y, Udéey, + ¢, 0dey, + ¢ 3 0deg; = (Cy; + ) OdA+ ¢ 30dB = p
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011 = 0y
33 = Cy3 Ldey,; + €13 0de,, + Cg3 ey, = 20,5 [dA+ c53 DdB = p

gdziecy, o, Cr3, Gz 3 funkcjami relaksaciji materiatu.
FunkcjeA i Bwyznaczymy z rowna

[C33 0(cy; + Cpp) — 2045 Dcl3] OdA=(Cy3 + Ci3) Op — At) =a(t) Op
[ 2¢;30c3 = e U(cy, + C12)] OdB = (2¢c,3- ¢, = ¢;,) Up - B(t) = B(t) Up

gdzie a t) i B(t) naleey wyznaczy wykorzystupc transformacje catkowe
Laplace'a.
Ostatecznie pole przemieszazea posta

u =a(t) Opx, U, =a(t) Opx,, Uz =B(t) Opx,

Wypiszemy teraz twierdzenie o wzajerdciodla dowolnego pola obgien i
uktadu z primami, ktére dotygzisnienia hydrostatycznego.

([P, 0d (a(t) Dpx, ) + P, Cd (a(t) Opx, ) + P, Od (B(t) Opx )| dA+

A

+[[oF, 0 (a(t) Opx) + oF, 0d (a(t) Opx, ) + oF; Od (B(t) Opxg )| dV =
\%

= [ pOdgydv
\%
Przyjmupc éredni przyrost olgtosci w formie A\I/—V = _[dgkkdv uzyskamy
\%
% = [[F. Dda(tyx, + P, da(t)x, + P, DdB(1)x,] dA+
A

+ [[oF, Oda(t)x, + oF, Oda(t)x, + oF; DdB(1)x,] dV

Wz6r ten pozwala obliczyprzyrost objtosci transwersalno-izotropowego
ciala o obgtosci V, polu powierzchnA w ktérym wysepuija sity masoweorF; i
powierzchniowe P;, natomiast funkcje czaswur(t) i [(t) wyznaczymy na
podstawie znajonmigi funkcji relaksacjicy, G2, Ci3, Caa.

Podobne rozwania mana przeprowadzi dla transwersalno-izotropowej
warstwy spezystej lub lepkospazystej.
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ZADANIE 8.10.

Analizowa bedziemy ogdlny przypadek liniowego, anizotropowedatec
sprezystego, w ktorym wyspuja sity powierzchnioweP; i objetosciowe oF;.
Jako zadanie z primami przyjmiemy pole przemieszcgestaci u, = Ax .
Nalezy zbad& wspéizalenosci migdzy obu polami, tj. dowolnym polem
obciazen w oérodku oraz polem u  odpowiadajcym izotropowemu
wydtuzeniu.

Rozwigzanie
Pole przemieszcaeu, = Bx prowadzi do pola odksztatte
& =BJ;

1 1

oraz pola napgzen
Uu = By £ = Eju Bo« = EjB

Pole napgzen oy spetnia rownania rownowagi wegtrenej (Jij'j EO) oraz
napezeniowe warunki brzegowe

Uu n; = R - i BN; = R
Wypiszmy teraz twierdzenie o wzajemndopdla dowolnego pola obeien

{r, oF, u} oraz poIa{Pi', ui'}
| PudA+ [ pRyadv = [ dv
A \% \%

Bedzie

J Px BdA+J,0h:>$BdV =JEijkk Bg;dV
A v v

stad

I PXdA+IPE xdV = J Ejuc&dV
A v v
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Zalezno$¢ powyzsza stanowi uogolnienie wzoréw pozwatajich na
okreslenie przyrostow olgtosci w ciele izotropowym.
Przgledzimy jeszcze analogiczne rozwaia w przypadku ciat

lepkospezystych. Pole przemieszazema wéwczas postau = B(t)x , skd
& = B(t)d; . TutajB jest pewn funkcja czasu.
0; = Eyy Udégy = Ey 0B

Postpujac analogicznie jak poprzednio otrzymamy
_[Pi Odu’, dA+ _[pFi Odu’, dv :jai} Ode; dV
A \% \Y

stad
IR OdBxdA+ j,OF, OdBxdV = j(Eijkk DCIB)Dd‘gij dv
A v v

Oraz
[ PxdA+ [ pFxdV = [ Ey, Odg;dV
A \% \%

Porownujc wzory wynikajce z twierdzenia o wzajemém w zadaniach
sprzystych i lepkospgzystych stwierdzamyze w przypadku dwochsoodkow
o takiej samej konfiguracji poddanych identycznybtigzeniom, lewe strony
relacji wynikapcych z twierdzenia o wzajemfw 53 takie same, stl

[Ej&dV = [ Eyy OdgycdV
\% \%

ZADANIE 8.11.

Nalezy okresli¢ sredng wartgs¢ odksztatcé postaciowych w izotropowym
ciele spezystym i lepkospgzystym o obgtosci V, tj. naley wyznaczy
wielkos¢

1
P° =Vj(512 téEt gzs)dv

\Y
Rozwigzanie

Jako zadanie pomocnicze (z primami) analizowbedziemy pole
przemieszcae postaci
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ulle(Xz"'Xs)v U'2:A(X1+X3)v Ué:A(Xl"'Xz)

tensory odksztatdes; i napgzen o; majp postd
lub

0 A A 011
26;=|A 0 A, 0;,=GAl1 01
A AO 110
gdziee g jest iloczynem tensorowym wersor@ €.
Wypisujac twierdzenie o wzajemioi dla dowolnego pola obgien i pola
pomaocniczego (z primami) otrzymamy
AfPL(X; + X3) + Py (%, +X5) + Py(x, +X,)] dA+
A
+ AI[pFl(Xz +X3) + o, (X + Xg) + g (X + Xz)] dv =
\Y
=2GA[ (g€ = 6;) £;dV = 2GA[ 2(&;, + &5 + £,5) AV = 4GAVY°
\Y \%
stad $srednia warté¢ odksztatcé postaciowychp wynosi
1
9° =——1 [[R0G + %) + P (3, + X3) + P (% + x,)] dA+
4GV |4

+ [ + %) + PR (% + Xg) + PFs(X, + X,)] dV}

Podobnie jak w przypadku zmian etgjsciowych mana i tu wykazé, ze
odksztalcenia postaciowe w dwoch analizowanych madh spegzystych i
lepkospezystych hczy zalenos¢ catkowa

JG (£ + £+ E55) 0V = IG (&, + 15+ £25) D dV
\% \%

w ktorej odksztatcenia w lewej calce doty@adania sgrystego, zaw prawej
lepkospezystego.
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